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单叶双曲面的几种构造 

夏雨彤，陆 奕，曹锡芳 

扬州大学数学科学学院  江苏扬州 

【摘要】单叶双曲面作为一类直纹曲面，因其优美的几何结构，在工程建筑中常常受到设计师的青睐。

为了更好地理解单叶双曲面的内在几何结构，本文介绍该曲面的四种构造方法，其中两种方法是把该曲面作

为旋转曲面，另外两种方法是把该曲面作为直线运动的轨迹。本文的结果揭示了单叶双曲面丰富的几何结

构。 
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The construction of one-sheet hyperboloid 
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【Abstract】As a kind of ruled surfaces, the one-sheet hyperboloid is favored by designers in engineering 
buildings because of its excellent geometric structure. In order to better understand the intrinsic geometry of the one-
sheet hyperboloid, in this paper we introduce four construction methods for such surfaces, two of which are to take 
the surface as a rotating one, and the other two are to take the surface as a trajectory of moving straight lines. The 
results of this paper reveal the rich geometry of one-sheet hyperboloid. 
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1 引言 
在建筑设计中，单叶双曲面作为一种特殊的几何图形，不仅具备良好的结构稳定性和功能性，还赋予建

筑以独特的美学价值。许多令人印象深刻的建筑案例均是以单叶双曲面为框架结构，创造出大跨度、无柱或

少柱的室内空间。例如悉尼歌剧院（见图 1）采用了多个单叶双曲面壳体，创造出亮丽的屋顶轮廓线，并提

供了良好的声学效果；北京国家体育场（鸟巢）（见图 2）采用了单个单叶双曲面结构，其独特的形状和红

色外观成为了北京的标志性建筑之一[1]；出于功能、效率与美感的综合考量，核反应堆或火电站冷却塔（见

图 3）都以单叶双曲面为主体结构[2][3]；广州新电视塔（俗称“小蛮腰”）（见图 4）曾被冠以“世界第一高

塔”头衔，塔身主体由一根主轴和若干倾斜的直钢柱构成，极具个性的造型采用的也是单叶双曲面结构[4]。 

 

图 1  悉尼歌剧院（来自百度网） 
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       图 2  鸟巢（来自百度网）                         图 3  冷却塔（来自百度网） 

 

图 4  “小蛮腰”（来自百度网） 

为了帮助大家更好地理解单叶双曲面的内在结构，本文介绍单叶双曲面的几种构造。 
2 单叶双曲面的几种构造 
构造一：双曲线绕其虚轴旋转所得旋转曲面为单叶双曲面[5]。 
以双曲线的中心为坐标原点，实轴为 x 轴，虚轴为 y 轴，过中心且与双曲线所在平面垂直的直线为 z 轴，

建立三维笛卡尔直角坐标系[6]。则双曲线的方程为 
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在双曲线上任取一点M1（𝑥𝑥1，𝑦𝑦1，𝑧𝑧1），即 
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将 M1绕 y 轴旋转所得纬圆方程为 
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从（2）和（3）中消去𝑥𝑥1，𝑦𝑦1，𝑧𝑧1得到旋转曲面方程 
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                               （4） 
该曲面为单叶旋转双曲面（见图 5）。 

 

图 5  单叶旋转双曲面 

构造二：任意给定两条不垂直的异面直线，其中一条绕另一条旋转所得曲面是单叶旋转双曲面。 
设两条异面直线分别为 l 和 m，它们的公垂线与直线 m 的交点为 O 点。以 O 为坐标原点，公垂线为 x

轴，直线 m 为 y 轴，过 O 点且垂直于 xOy 坐标平面的直线为 z 轴，建立直角坐标系（见图 6）。 

 

图 6 

则直线 l 的方程为 
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其中常数 p，q 满足条件𝑝𝑝𝑝𝑝 ≠ 0。在 l 上任取一点M1（𝑥𝑥1，𝑦𝑦1，𝑧𝑧1），即 
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将 M1绕 y 轴旋转所得纬圆方程为 
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从（6）和（7）中消去𝑥𝑥1，𝑦𝑦1，𝑧𝑧1得到旋转曲面方程 
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其中
qr
p

= 。该曲面也是单叶旋转双曲面。 

由构造一和构造二看出，作为旋转曲面，单叶双曲面可以由两种完全不同的构造方式得到。 
构造三：直线 l 与 m 为两条互不垂直的异面曲线，O 是 l 与 m 公垂线的中点，点 A 和 B 分别在直线 l 与

m 上滑动，且∠AOB=90°，则直线 AB 的轨迹是一个单叶双曲面。 
设两异面直线间的距离为 2𝑎𝑎，交角为 2𝜃𝜃 ≠ 90°。以 O 为坐标原点，公垂线为 z 轴，并且 x 轴与 l 和 m

成等角𝜃𝜃，建立直角坐标系（见图 7）。 

 

图 7 

则 l，m 的参数方程分别为： 
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其中 t 是直线的参数。任取直线 l 和 m 上的点 A（𝑡𝑡1cos𝜃𝜃，𝑡𝑡1sin𝜃𝜃，𝑎𝑎）和 B（𝑡𝑡2cos𝜃𝜃， 
−𝑡𝑡2sin𝜃𝜃，− 𝑎𝑎），则直线 AB 的参数方程为 
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其中𝑢𝑢是直线的参数。由𝑂𝑂𝑂𝑂�����⃗ ⊥ 𝑂𝑂𝑂𝑂�����⃗ 得到 
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又因为 2𝜃𝜃 ≠ 90°，由上式可得 
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从（11）和（13）消去参数 u，𝑡𝑡1，𝑡𝑡2得到 AB 的轨迹方程为 
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该曲面是单叶双曲面。 
构造四：设 l，m 是两条互不垂直的异面直线。过 l 和 m 分别作平面，并使这两个平面相互垂直。则这

两个平面交线的轨迹是单叶双曲面。 
建立与构造三中相同的坐标系，则 l 和 m 的方程可以写成 
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过这两条直线的平面𝜋𝜋1和𝜋𝜋2分别为 

( ) ( ) ,0tan =++− θµλ xyaz                               （16） 

( ) ( ) ,0tan =−++ θγβ xyaz                               （17） 

由𝜋𝜋1 ⊥ 𝜋𝜋2得到 
( ) .0tan1 2 =−+ θµγλβ                             （18） 

从（16）、（17）和（18）中消去参数𝜆𝜆，𝜇𝜇，𝛽𝛽，𝛾𝛾得到𝜋𝜋1和𝜋𝜋2交线的轨迹方程为 
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该轨迹是单叶双曲面。 
由构造三和构造四看出，作为直线运动的轨迹，单叶双曲面也可以由不同的方式生成。实际上，单叶双

曲面上存在两族直母线，其中同族的任意两条直母线异面，而异族的任意两条直母线共面；给定单叶双曲面

上任意一点，两族直母线中各有一条通过该点[7]。由于这些内容与本文关系不大，这里就不再赘述。 
3 结语 
本文基于单叶双曲面的性质和相关内容进行探究总结，给出单叶双曲面的四种构造方式，方便读者感知

单叶双曲面的内部结构。相信这类曲面特殊的几何结构可以应用于更多建筑设计、空间结构以及航空航天等

领域，也为未来的科技创新和艺术设计提供新的思路。 
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