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色噪声激励下飞行器滚转运动系统的随机 P 分岔 
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【摘要】滚转运动在飞行器的横向稳定性中起着关键作用。为了研究随机激励下三角翼飞行器滚转运动

的动力学行为，本文在滚转运动模型中引入色噪声激励。首先借助幅值包络随机平均法计算得出 FPK 方程

和振幅响应的平稳概率密度函数。其次，根据奇异性理论，得出系统产生随机 P 分岔的约束条件。最后，根

据该约束条件数值验证了噪声强度与关联时间并不能诱导系统发生随机分岔，而阻尼参数会使系统发生随

机 P 分岔。 
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Random P bifurcation of vehicle rolling motion system under color noise excitation 

Xiaoyan Ma 

School of Mathematics and Information Science, North Minzu University, Yinchuan 

【Abstract】Roll motion plays a key role in the lateral stability of the aircraft. In order to study the dynamic 
behavior of delta-wing aircraft rolling motion under random excitation, color noise excitation is introduced into the 
rolling motion model. Firstly, the stationary probability density function of FPK equation and amplitude response is 
calculated by means of amplitude envelope random average method. Secondly, according to the singularity theory, 
the constraint conditions for the system to generate random P-bifurcation are obtained. Finally, according to the 
constraint condition, it is numerically verified that the noise intensity and correlation time can not induce random 
bifurcation of the system, but the damping parameter can cause random P-bifurcation of the system. 
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引言 
随机分岔[1-3]是系统定性性质因随机扰动而产生的动力学行为，其类型主要有 D 分岔与 P 分岔。D 分岔

是利用最大 Lyapunov 指数的正负号转变来确定的随机分岔，P 分岔则主要研究系统的概率密度曲线的形状

（峰的位置、形状及个数）随参数的变化，是一种静态分岔。两类分岔已有了较多的研究，其中静态分岔从

概率意义出发而受到更多的关注[4]。Li 等人[5]研究了含有分数阶时滞反馈的广义 VanderPol 系统在加性和乘

性白噪声同时激励时系统的随机 P 分岔。文献[6]对广义达芬-范德波尔系统在色噪声激励下分数导数的随机

分岔进行了研究。邱伟达等人[7]对时滞反馈 FHN 神经元系统在 Lévy 噪声激励下的随机 P 分岔进行了探究。

文献[8]研究了宽带噪声激励下振动冲击系统的稳态概率密度函数，发现随机参数和噪声强度都可以诱导系统

发生随机 P 分岔。Qian 等人[9]研究了一类新的单边冲击振动系统在随机参激激励下的随机 P 分岔问题。文

献[10]结合加权平均法、随机平均法以及有限差分法，研究了非线性马尔可夫跳变系统在谐波和噪声联合激

励下的分岔问题。Ma 等人[11]基于马尔可夫过程，引入非光滑稳态概率密度响应计算方法，探究了改进瑞利

—达芬振荡器系统的随机 P 分岔行为。 
鉴于人们对空间领域的进一步开发，关于飞行器系统的动力学行为也有了较多成果。黄志龙等人[12]使

用松鼠优化算法对大展弦比机翼的结构轻量化进行搜索寻优。文献[13]基于直角网格有限差分法对水陆两栖
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飞行器在波浪中的滑行运动及稳定性进行了研究 Gao 等人[14]分析了鸭式旋翼飞行器在直升机模式下的飞行

动力学特性。付军泉等人[15]采用理论分岔分析的方法探究了翼身融合布局飞行器的纵向稳定性。因飞行器

在实际飞行中的稳定性和可靠性会受到多类来源随机因素的影响，所以学者们逐渐开始探究飞行器的随机

动力学问题。李景奎等人[16]研究了随机参数对机翼力学性能的影响。文献[17]根据飞行器在连续湍流激励和

离散阵风激励下的情形，提出了基于神经网络的智能前馈阵风缓解框架，对阵风进行良好的缓解。文献[18]根

据功率谱密度对飞行器在实际飞行中受随机振动引起的故障进行了分析。Guo 等人[19]探讨了噪声激励下高

超声速流动的翼型模型中波动对亚临界和超临界分岔的影响机制。文献[20]研究了带有控制襟翼的三自由度

非线性飞行器系统的随机 P 分岔问题。Mattrand 等人[21]研究了离散时间马尔可夫过程在随机振幅载荷作用

下裂纹构件的可靠性问题，这对飞行器结构部件的损伤容限设计具有实际意义。不确定因素下飞行器的随机

动力学分析虽然已有上述成果，但是噪声对飞行器随机分岔的影响机制分析还需进一步完善，同时鉴于色噪

声相较于高斯噪声能够更好的反映现实中的随机干扰，故本文以飞行器在实际飞行中受色噪声扰动为切入

点，探究加性噪声影响下飞行器滚转系统运动的随机分岔问题。 
1 模型的建立与求解 
考虑如下单自由度滚转运动方程： 

2

,
2 l l

xx

U Sbx C Ex cC Ex
I

ρ ∞= − = −                                （1） 

其中 x 表示滚转角， xxI 为绕着滚转轴的转动惯量， ρ 为空气密度，U∞为自由流的速度， S 是机翼平

面形状的面积，E 表示机翼滚转机械阻尼系数，一般可以取固定值 0.001， 2 / 2 0.354xxc U Sb Iρ ∞= = 。 lC 表

示机翼的滚转力矩系数，通常便于计算，该系数取值比较简单。文中考虑较复杂的滚转力矩系数，即： 
2 2 3

1 2 3 4 5 .lC a x a x a x x a x x a x= + + + +                          （2） 

将（2）式带入（1）可得滚转运动系统如下： 
2 2 2 3 0.x x x x x x x xω α β γ η+ + + + + =      

其中： 
2

1 2 3 4 5, , , , .ca E ca ca ca caω α β γ η= − = − = − = − = −  
考虑在上式的基础上加入加性色噪声随机因素，模型如下： 

2 2 2 3 ( ),x x x x x x x x W tω α β γ η+ + + + + =                            （3） 

在上式中， ( )W t 为具有零均值的色噪声，相关函数和功率谱密度分别如下： 
1 2

1 2 2 2( , ) , ( ) ,
(1 )

t tD DR t t e Sτ ω
τ π τ ω

−
−

= =
+

 

其中 D 与τ 分别定义为噪声强度与关联时间。 

对系统（3）引用幅值包络的随机平均法进行求解，先对系统（3）进行以下 VanderPol 变换： 

( ) cos
( ) sin ,

( )

x a t
x a t

t t

θ
ω θ

θ ω ϕ

=
 = −
 = +

  

其中 ( )a t 是幅值过程， ( )tϕ 是相位过程。经计算可得
2

2
2( ) xa t x

ω
= +



，利用上式的变换，下面计算 ( )a t 与 ( )tϕ

的微分方程。 

对 ( ) cosx a t θ= 进行微分计算得： 
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( ) cos ( )( ( ))sin ,x a t a t tθ ω ϕ θ= − +    

用上式减 ( ) sinx a t ω θ= − 得： 

( ) cos ( ) ( )sin 0.a t a t tθ ϕ θ− =                             （4） 

再对 ( ) sinx a t ω θ= − 微分得： 

( ) sin ( ) ( ( )) cos ,x a t a t tω θ ω ω ϕ θ= − − +                           （5） 

从式（4）与式（5）可解得： 

2

1( ) ( ) sin cos sin ,

1( ) cos cos , 
( )

a t a t x

t x
a t

ω θ θ θ
ω

ϕ ω θ θ
ω

= − −

= − −

 

 

                        （6） 

将 VanderPol 变换代入（3）式可得： 

2 3 2 3 3 3( )( ) cos ( ) sin cos sin sin ( ),( )ta tx a t t a a W tω θ α ω θ β ω θ θ γ ω θ= − + + − +  

将上式代入式（6）得 

3 2 3 2 2sin( ) ( ( ) sin cos sin ( ) cos sina t a t a a tθ α ω θ β ω θ θ γ ω θ θ
ω

= − − +  

3 3 3 sin( ) sin ) ( ( )),a t W tθη ω θ
ω

− + −  

3 2 3 2 2cos( ) ( ( ) sin cos sin ( ) sin cos
( )

t a t a a t
a t
θϕ α ω θ β ω θ θ γ ω θ θ

ω
= − − +  

3 3 3 cos( ) sin ) ( ( )).
( )

a t W t
a t
θη ω θ

ω
− + −  

将 ( )a t 看作 1( )X t ， ( )tϕ 看作 2 ( )X t ，下列标准形式可得 

1
( ) ( , ) ( , ) ( ), 1, 2, , .

m

j j jl l
i

d X t f X t g X t W t j n
dt =

= + =∑   

其中 

3 2 3 2 2
1

sin( ( ), ( )) ( ( ) sin ( ) cos sin ( ) sin cosf a t t a t a t a tθϕ α ω θ β ω θ θ γ ω θ θ
ω

= − − +  

3 3 3( ) sin ),a tη ω θ−  

3 2 3 2 2
2

cos( ( ), ( )) ( ( ) sin ( ) cos sin ( ) sin cos
( )

f a t t a t a t a t
a t
θϕ α ω θ β ω θ θ γ ω θ θ

ω
= − − +  

3 3 3( ) sin ),a tη ω θ−  

1 2
sin cos, .

( )
g g

a t
θ θ

ω ω
= − = −                               （7） 

其中， ( )a t 与 ( )tϕ 构成马尔科夫扩散过程，并且滚转运动系统是以 2 / Tπ ω = 为周期的准周期运动，因此
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对式（7）在一个拟周期中做下列时间平均： 

0

1[ ] [ ] .
T

d
T

θ⋅ = ⋅∫  

在求解马尔科夫扩散过程时，应用伊藤微分规则得出幅值的伊藤微分方程平均之后幅值 ( )a t 的方程是不含

有相位 ( )tϕ ，因此得到幅值的光滑伊藤方程为： 

( ) ( ) ( ),da m a dt a dB tσ= +  

其中，漂移系数 ( )m a 和扩散系数 ( )aσ 做时间平均后得出下式： 

0

, 1 1
( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ,

m n

j j t rs t jl t lst
l s r r t

m X f X t g X t g X t R d
Xτ τ τ τ+−∞

= =

∂
= + +

∂∑∑∫  

T

1 , 1
( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( )

n m

jk jr kr jl t ks t lstr l s
X X g X t g X t R dτσσ σ σ τ τ τ

∞

+−∞
= =

= = +∑ ∑ ∫  

根据上式得： 

3 2 3

2 2 2

3 1( )
2 8 8 2 1
a a a Dm a

a
α β ηω

ω τ ω
= − − − +

+
， 

2
2 2 2

1( ) .
1

 Daσ
ω τ ω

=
+

                                （8） 

由式（8）可得系统的伊藤微分方程如下： 

3 2 3

2 2 2 2 2 2

3 1 1( ) ( ).
2 8 8 2 1 1
a a a D Dda dt dB t

a
α β ηω

ω τ ω ω τ ω
= − − − + +

+ +
 

其中 ( )B t 是标准 Wiener 过程。显然， da 中表达式不依赖于θ ，因此计算对应的 FPK 方程如下： 

2
2

2

1[ ( ) ] [ ( ) ] 0.
2

p m a p a p
t t a

σ∂ ∂ ∂
+ − =

∂ ∂ ∂
 

为求解上式，需要先求解与时间无关的平稳概率密度 ( )p a 。并且该 ( )p a 满足下列简化的 FPK 方程。 

21{ ( ) ( ) [ ( ) ( )] 0,
2

d d dG m a p a a p a
da da da

σ= − =                  （9） 

对式（9）积分得： 

21( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] .
2 C

dG a m a p a a p a G
da

σ= − =                    （10） 

由上式可得，概率 ( )G a 均为常数，为使得平稳概率密度 ( )p a 的存在，则取边界中常见的情形的概率流为

零，故（10）式的简化解为如下： 

2 2

2 2 2 2 2 2 2 4 2 4

2 ( )( ) exp[ ]
( ) ( )

( 1) ( 1) 3exp[ ( ].
2 16 16

C m ap a da
a a

aC a a a
D D

σ σ
ω τ ω ω τ ω α β ηω

=

+ +
= − − −

∫
        （11） 



马小燕                                                            色噪声激励下飞行器滚转运动系统的随机 P 分岔 

- 23 - 

其中C 为归一化常数，且满足 2 20

1 2 ( )[ ( exp[ ]) ]
( ) ( )

m aC da da
a aσ σ

∞ −= ∫ ∫ 将（6）式的 VanderPol 变换带入（9）式，得到

关于 x 与 x的平稳响应概率密度函数如下： 

2
2

2

1( , ) ( ), .
2

xp x x p a a x
aπω ω

= = +




 

根据上式与（11）式可得： 

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

2 2 2

( 1) ( 1) 3( , ) exp[ ( ( ) ( ) ( ) )]
2 2 16 16

C x x xp x x x x x
D D

ω τ ω ω τ ω α β ηω
π ω ω ω

+ +
= − + − + − +

  

 （12） 

2 随机 P 分岔 
系统是否出现随机 P 分岔，可以根据概率密度函数曲线峰值数目的变化来确定，为得出 P 分岔的临界参

数条件，根据奇异性分析理论分析参数变化对系统随机 P 分岔的影响。 

定理 1 将 ( )p a 表示为如下： 

( ) ( , , , ) exp[ ( , , , , , , )].p a CR a D Q a Dτ ω τ ω α β η=                    （13） 

其中： 
2 2 2

2 2 2 2 4 2 4

( 1)( , , , )

( 1) 3( , , , , , , ) ( ).
2 16 16

aR a D
D

a a aQ a D
D

ω τ ωτ ω

ω τ ω α β ηωτ ω α β η

 +
=


+ = − − −

          （14） 

根据奇异性理论，系统的概率密度函数中极值的个数变化需要满足下面的两个条件： 

2

2

( ) 0

( ) 0.

p a
a

p a
a

∂ = ∂

∂ =

 ∂

                                       （15） 

将（13）式带入（14）式得到如下条件： 

{ }20, 2 0 .H R RQ R R Q RQ RQ′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′= + = + + + =  

其中 H 表示概率密度函数曲线峰值变化的条件。 

则系统出现随机 P-分岔要满足两个参数条件。其中，噪声强度 D 与幅值 a 满足的条件如下式： 

2 2 2 2 4 2 41 3( 1)( ).
4 4

D a a aω ω τ α β ηω= + + +                           （16） 

3 随机分岔分析 
以上是对带有加性色噪声的三角翼飞行器滚转运动系统进行的理论部分研究，即先应用幅值包络随机

平均法求得该系统的平稳响应概率密度函数和平稳联合概率密度函数以及发生随机 P 分岔时噪声强度 D 和

幅值 a 所满足的条件。下面是对以上理论进行数值验证。 
固定参数值 0.25, 0.01, 0.6, 1, 1,cα β η ω= = − = = = 根据（16）式与（17）式给出的噪声强度 D 和幅

值 a 所满足的约束条件，借助 Matlab 画出噪声强度 D 与关联时间τ 的二分岔图，如图 1 所示。图中的临界

条件曲线将图分割成区域 I 与区域 II 两部分，其中区域 I 表示平稳联合概率密度函数图的峰值在 100 之内，



马小燕                                                            色噪声激励下飞行器滚转运动系统的随机 P 分岔 

- 24 - 

而区域 II 代表系统的平稳概率密度函数图的峰值大于 100。根据二分岔图，应用控制变量法，固定关联时间

0.15τ = ，在二分岔图中取三点（τ ，D ）=（0.15，0.2），（τ ，D ）=（0.15，0.205）和（τ ，D ）=（0。
15，0.21）。根据（12）式画出噪声强度 D 分别为 0.2，0.205，0.21 时滚转运动系统的联合平稳联合概率密

度图，如图 2（a-c）所示。 
由图 2 可得，当噪声强度 分别取 0。2，0。205，0。21 时，系统的联合平稳概率密度函数图都是呈

现火山口形状，即呈现双峰分布。其中，图 2（a）是噪声强度 时系统的联合平稳概率密度函数图，

此时该图峰值近似 150，图 2（b）是噪声强度 时系统的联合平稳概率密度函数图，此时该图峰值

近似 100，图 2（c）是噪声强度 时系统的联合平稳概率密度函数图，此时该图峰值近似 45，即在

关联时间一定的情形下，随着噪声强度的增大，火山口的形状并没有发生明显的变化，即峰的个数并未发生

变化，但峰值随着噪声强度 D 的不断增加而不断地减小。这表明噪声强度 D 的变化不能诱导随机 P 分岔的

发生。 
根据图 1 的二分岔图，固定噪声强度 ，取关联时间 分别为 0.1，0.2，0.25 时，利用（26）

式画出系统的联合平稳概率密度函数图，如图 3（a-c）所示。图 3（a）表示当（ ，D）=（0.1，0.21）时，

系统的联合平稳概率密度函数图呈现双峰分布，且峰值近似 30。当（ ，D）=（0.2，0.21）时，系统的联

合平稳概率密度函数图呈现双峰状态，峰值近似 100，如图 3（b）所示。图 3（c）表示（ ，D）=（0.25，
0.21）时，系统的联合平稳概率密度函数图也呈现双峰状态，但峰值近似 170。因此由图 3 可知，在噪声强

度 一定的情况下，随着关联时间 的不断增加，系统的联合概率密度函数图都呈双峰分布，但峰值随着

的增加，也会不断地增加。综上可得，关联时间 也不能诱导系统发生 P 分岔。 

 

图 1  色噪声作用下的参数平面（ Dτ， ）的二分岔图 

 

（a）                            （b）                          （c） 

图 2  当关联时间 0.15τ = ，噪声强度 D 不同时系统的概率密度图 

（（a） 0.2D = ，（b） 0.205D = ，（c） 0.21D = ） 

D
0.2D =

0.205D =
0.21D =

0.21D = τ
τ

τ
τ

D τ
τ τ
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（a）                          （b）                           （c） 

图 3  当噪声强 0.21D = ，关联时间τ 不同时系统的概率密度图 

（（a） 0.1τ = ，（b） 0.2τ = ，（c） 0.25τ = ） 

在研究了色噪声的噪声强度与关联时间对滚转运动系统的影响之后，进一步研究滚转运动系统中阻尼

参数α 对系统的影响，即固定参数值 0.2, 0.01,τ β= = − 0.6, 1,η ω= = 1,c = 根据（16）与（17）式的噪声

强度 D 与幅值 a 所满足的条件，画出带有色噪声的三角翼滚转运动系统中参数α 与噪声强度 D 的二分岔图，

如图 4 所示。观察图 4 可得，临界条件曲线将参数平面分割为区域 I 和区域 II 两部分，其中区域 I 表示系统

的联合平稳概率密度函数呈双峰分布，而区域 II 表示系统的联合平稳概率密度函数图呈单峰分布。 
为验证上面的结论，应用控制变量的方法，在其他参数上面保持一致情况下，在图 4 中取点（α ，D ）

=（0.28，0.2），（α ，D ）=（0.33，0.2），以及点（α ，D ）=（0.4，0.2），依次画出他们的联合概率

密度函数图，如图 5（a-c）所示。图 5（a）是 0.28α = 时系统的联合概率密度函数图，且图像呈双峰状态；

0.33α = 时系统的联合概率密度函数图近似单峰分布，如图 5（b）所示。图 5（c）表示α =0。4 时系统的

联合概率密度函数图，即呈单峰状态。因此，根据图 5 所得，随着参数α 的不断增加，系统的联合概率密

度函数图的峰值并没有发生明显的变化，但峰的个数由最初的双峰变为单峰。所以带有色噪声三角翼滚转运

动系统的参数α 能够诱导系统 P 分岔的产生。 
综上，带有色噪声的三角翼滚转运动系统并不能有效的产生随机 P 分岔，即不能使得系统平稳概率密

度函数在状态空间中发生跃迁。根据以上分析可得，随着噪声强度 D 与关联时间 的不断增加，系统的联

合概率密度函数图都是呈现双峰分布，只是峰值有所变化，但这并不能诱导随机 P 分岔的发生。而随着系

统参数 的不断增加，系统的联合概率密度函数图会由双峰跃迁为单峰，使得系统随机 P 分岔的发生。 

 

图 4  当噪声强 0.21D = ，关联时间τ 不同时系统的概率密度图 

（（a） 0.1τ = ，（b） 0.2τ = ，（c） 0.25τ = ） 

τ

α
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（a）                               （b）                            （c） 

图 5  参数α 不同时系统的概率密度图（（a） 0.28α = ，（b） 0.33α = ，（c） 0.4α = ） 

4 结论 
基于飞行器在实际飞行中受不确定因素的干扰，本文在飞行器滚转运动系统中引入色噪声激励，并对该

系统进行随机 P 分岔的分析。先根据随机平均法计算出系统相应的平稳概率密度函数。再借助奇异性分析

理论，得出系统随机分岔时所满足的条件。根据理论数值验证发现了阻尼参数α 的变化可以使系统发生随

机分岔。研究结果更加有助于优化无人驾驶飞行器的设计和监控。 
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