
国际应用数学进展                                                                          2024 年第 6 卷第 4 期
Advances in International Applied Mathematics                                                    https://aam.oajrc.org/ 

- 61 - 

函数极限的几类常见求解方法探析 
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【摘要】函数极限计算是高等数学教学中的一类重要问题，是函数微积分学研究的基础，理解并灵活运

用极限的各种计算方法对学好高等数学至关重要。由于极限类型和求解方法的多样性，很多学生无法很好地

掌握每种方法的适用条件和使用技巧，导致做题时无从下手。如何帮助学生掌握函数极限，特别是未定式极 
限的求解方法是高等数学教学中的重点和难点。针对该问题，由于大部分未定式极限题都可通过转化为

0
0
型 

求解，故本文以一道
0
0
型未定式极限题为例，总结并详细分析了几类求解函数极限的常见方法及其适用条件 

和关键步骤，以此帮助学生熟练掌握极限计算方法，并培养学生的发散思维能力。 
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【Abstract】Function limit calculation is an important problem in advanced mathematics teaching and the basis 
of function calculus research. Understanding and flexibly applying various limit calculation methods is crucial to 
learning advanced mathematics. Due to the diversity of limit types and solution methods, many students cannot 
master the applicable conditions and usage skills of each method well, resulting in a lack of knowledge when doing 
questions. How to help students master function limits, especially the solution methods of indeterminate limits, is the 
key and difficulty in advanced mathematics teaching. In response to this problem, since most indeterminate limit pro- 
blems can be solved by converting them into 0

0
 type, this paper takes a 0

0
 type indeterminate limit problem as an 

example, summarizes and analyzes in detail several common methods for solving function limits and their applicable 
conditions and key steps, so as to help students master limit calculation methods and cultivate students' divergent 
thinking ability. 

【Keywords】Function limit; Solution method; Advanced mathematics 
 

极限计算是高等数学学习中的一个重点和难点，是研究函数连续性、微分和积分等理论的一个基本工

具。因此，正确掌握极限的概念和计算方法十分重要。函数极限问题的类型和求解方法灵活多变，主要包括
0
0
型、

∞
∞
型、0 ∙ ∞型、∞−∞型和1∞型等未定式极限类型，其中，0，∞，1分别代表极限为该数值的函数[1-5]。

考虑到后几种极限问题主要是通过将其转化为
0
0
型问题进行计算，因此本文以一道

0
0
型极限题为例，总结了几

类常见的求解方法，并分析了它们的使用技巧和注意事项，从而帮助学生更好地了解和掌握这些求解方法。 

例 1：求解lim
𝑥𝑥→0

√1+sin2 𝑥𝑥−1
√cos−1

。 

1 约去无穷小公因式法 
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约去无穷小公因式法的关键在于寻找分子分母的无穷小公因式，从而化简极限表达式，常与其它极限求

解方法结合使用。例 1 中，考虑到： 
sin2 𝑥𝑥 = 1 − cos2𝑥𝑥 = (1 + cos𝑥𝑥)(1 − cos𝑥𝑥) 

= （1 + cos𝑥𝑥）（1 + √cos𝑥𝑥）（1 − √cos𝑥𝑥） 
即分子和分母具有无穷小公因式√cos𝑥𝑥 − 1，因此有： 

原式 = lim
𝑥𝑥→0

�√1 + sin2𝑥𝑥 − 1��√1 + sin2𝑥𝑥 + 1�
�√cos𝑥𝑥 − 1��√1 + sin2𝑥𝑥 + 1�

 

= lim
𝑥𝑥→0

sin2𝑥𝑥
�√1 + sin2𝑥𝑥 + 1��√cos𝑥𝑥 − 1�

 

= lim
𝑥𝑥→0

(1 + cos𝑥𝑥)�1 + √cos𝑥𝑥��1 − √cos𝑥𝑥�
�√1 + sin2𝑥𝑥 + 1��√cos𝑥𝑥 − 1�

 

= lim
𝑥𝑥→0

−(1 + cos𝑥𝑥)�1 + √cos𝑥𝑥�
√1 + sin2𝑥𝑥 + 1

 

= −2。 
注：在使用约去无穷小公因式方法求解极限问题时，需要注意以下两个方面。 
（1）适用对象：分子、分母均为自变量变化过程中的无穷小，且含有相同的无穷小因式。需注意，使

用该方法时，需确保约去无穷小公因式后，极限存在且结果不受影响。 
（2）关键步骤：首先，观察表达式，判断分子和分母是否具有无穷小公因式，常见策略有因式分解、

分子分母有理化等方法。若有，则约去分子、分母中的无穷小公因式，将原极限表达式化简。最后，结合极

限的其它计算方法对化简后的表达式进行求解。 
2 利用两个重要极限 
两个重要极限是求解极限问题的一种常用方法，主要用于处理三角函数或反三角函数相关的

0
0
型未定式

极限、𝑓𝑓（𝑥𝑥）
𝑔𝑔（𝑥𝑥）

为1∞型未定式极限。该方法的关键在于将极限表达式经过合适的变形，凑成两个重要极

限公式中的固定形式，其中变量𝑥𝑥可以换成自变量变化过程中的无穷小量𝜑𝜑（𝑥𝑥），即lim sin𝜑𝜑（𝑥𝑥）
𝜑𝜑（𝑥𝑥）

= 1和

lim�1 + 𝜑𝜑（𝑥𝑥）�
1

𝜑𝜑（𝑥𝑥） = 𝑒𝑒。 
例 1 中，注意到极限表达式是含有正弦和余弦函数的

0
0
型未定式，故尝试通过变形将其凑成

sinφ(𝑥𝑥)
𝜑𝜑(𝑥𝑥)

（𝜑𝜑（𝑥𝑥） → 0）的形式。 

原式 = lim
𝑥𝑥→0

�√1 + sin2𝑥𝑥 − 1��√1 + sin2𝑥𝑥 + 1��√cos𝑥𝑥 + 1�
�√cos𝑥𝑥 − 1��√1 + sin2𝑥𝑥 + 1��√cosx + 1�

 

= lim
𝑥𝑥→0

sin2𝑥𝑥�√cos𝑥𝑥 + 1�
(cos𝑥𝑥 − 1)�√1 + sin2𝑥𝑥 + 1�

 

= lim
𝑥𝑥→0

（

sin2𝑥𝑥
𝑥𝑥2

−2sin2�𝑥𝑥2�

𝑥𝑥2

∙
√cos𝑥𝑥 + 1

√1 + sin2𝑥𝑥 + 1
） 

= −2 lim
𝑥𝑥→0

sin2𝑥𝑥
𝑥𝑥2

sin2�𝑥𝑥2�

�𝑥𝑥2�
2

∙ lim
𝑥𝑥→0

√cos𝑥𝑥 + 1
√1 + sin2𝑥𝑥 + 1

 

= −2
lim
𝑥𝑥→0

sin2𝑥𝑥
𝑥𝑥2

lim
𝑥𝑥→0

sin2�𝑥𝑥2�

�𝑥𝑥2�
2

 

= −2。 
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注：在使用两个重要极限时，需要注意以下两个方面。 
（1）适用对象：第一个重要极限lim

𝑥𝑥→0

sin𝑥𝑥
𝑥𝑥

= 1适用于分子和分母中含有自变量的三角函数或反三角函数

的
0
0
型未定式极限。第二个重要极限lim

𝑥𝑥→0
(1 + 𝑥𝑥)

1
𝑥𝑥 = 𝑒𝑒常用于求解形如lim𝑓𝑓（𝑥𝑥）

𝑔𝑔（𝑥𝑥）
的1∞型未定式的极限。 

（2）关键步骤：利用两个重要极限时，最重要的在于凑，通过各类变换，将函数表达式改写成两个重

要极限中的固定格式。 
3 等价无穷小替换法 

等价无穷小替换方法是处理
0
0
型未定式极限问题时非常有效的工具，其核心在于识别并利用合适的等价

无穷小关系，将复杂的函数表达式简化为更易于处理的形式，一定程度上简化计算量。在使用该方法时，需

要注意其适用条件，尤其在进行加减运算时，各项无穷小的等价性必须得到满足，如定理 2 所述。 

定理 1[1-3]：设𝛼𝛼和𝛽𝛽是自变量同一变化过程中的无穷小量，若𝛼𝛼~𝛼𝛼′，𝛽𝛽~𝛽𝛽′，且lim 𝛼𝛼′

𝛽𝛽′
存在，则： 

lim 𝛽𝛽
𝛼𝛼

= lim 𝛽𝛽′

𝛼𝛼′
。 

定理 2：设𝛼𝛼，𝛽𝛽，𝛾𝛾是自变量同一变化过程中的无穷小量，且𝛼𝛼~𝛼𝛼′，𝛽𝛽~𝛽𝛽′，则： 

(1) 当𝛼𝛼和𝛽𝛽不等价，且lim 𝛼𝛼′−𝛽𝛽′

𝛾𝛾
极限存在时，有： 

lim 𝛼𝛼−𝛽𝛽
𝛾𝛾

= lim 𝛼𝛼′−𝛽𝛽′

𝛾𝛾
； 

(2) 当𝛼𝛼和𝛽𝛽等价时，上述结论不一定成立。 

定理 2 表明，在计算lim
𝑥𝑥→0

tan𝑥𝑥−sin𝑥𝑥
𝑥𝑥

时，不能通过分别对tan𝑥𝑥和sin𝑥𝑥进行等价无穷小替换tan𝑥𝑥~𝑥𝑥，sin𝑥𝑥~𝑥𝑥，

得到答案为 0，这是错误的，而是应该将分子改写成因式相乘的形式，再进行分别替换： 

lim
𝑥𝑥→0

tan𝑥𝑥 − sin𝑥𝑥
𝑥𝑥

= lim
𝑥𝑥→0

tan𝑥𝑥(1 − cos𝑥𝑥)
𝑥𝑥

= lim
𝑥𝑥→0

𝑥𝑥 × 1
2
𝑥𝑥2

𝑥𝑥
= 0。 

此外，当分子为tan3𝑥𝑥 − sin𝑥𝑥时，因为tan3𝑥𝑥~3𝑥𝑥，sin𝑥𝑥~𝑥𝑥，两者不是等价无穷小，故根据定理 2 的结论

（1），分子中的两项可分别进行等价无穷小替换，即tan3𝑥𝑥 − sin𝑥𝑥~3𝑥𝑥 − 𝑥𝑥，从而得到极限为2。 

例 1 中，因为当𝑥𝑥 → 0时，有√1 + 𝑥𝑥 − 1~ 1
2
𝑥𝑥，sin𝑥𝑥~𝑥𝑥，1 − cos𝑥𝑥~ 1

2
𝑥𝑥2，故由定理 1 可得： 

原式 = lim
𝑥𝑥→0

√1 + sin2𝑥𝑥 − 1
�1 + (cos𝑥𝑥 − 1) − 1

 

= lim
𝑥𝑥→0

1
2

sin2𝑥𝑥
1
2
（cos𝑥𝑥 − 1）

 

= lim
𝑥𝑥→0

𝑥𝑥2

− 1
2
𝑥𝑥2

 

= −2。 

注：在使用等价无穷小替换时，需要注意： 
（1）适用对象：包含无穷小量的未定式极限求解，且分子与分母的无穷小因子符合定理 1 和定理 2 中

的等价无穷小替换条件。 
（2）关键步骤：在利用等价无穷小替换方法时，首先要观察并判断可以进行等价无穷小替换的部分。

为此要熟记常见的等价无穷小，以及等价无穷小替换的条件，即求极限的乘除运算中可以使用等价无穷小替

换，在加减运算中需注意定理 2 中的条件。然后，通过等价无穷小替换，简化极限求解，并计算极限值。 
4 洛必达法则 
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定理 3（洛必达法则）[1-3]：设 
1） lim

𝑥𝑥→𝑥𝑥0
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0（或∞）， lim

𝑥𝑥→𝑥𝑥0
𝑔𝑔（𝑥𝑥） = 0（或∞）； 

2） 𝑓𝑓（𝑥𝑥）和𝑔𝑔（𝑥𝑥）在𝑥𝑥0的某去心邻域内可导，且𝑔𝑔′（𝑥𝑥） ≠ 0； 

3） lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓′（𝑥𝑥）
𝑔𝑔′（𝑥𝑥）

= 𝐴𝐴， 

则有 lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓（𝑥𝑥）
𝑔𝑔（𝑥𝑥）

= lim
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓′（𝑥𝑥）
𝑔𝑔′（𝑥𝑥）

= 𝐴𝐴。 

洛必达法则是微分学中的一个重要定理，常用于求解
0
0
型或

∞
∞
型未定式极限。在计算过程中，如果使用洛

必达法则后的结果仍是未定式且满足定理 3 中的条件，则可连续多次使用洛必达法则。需要注意，当使用洛

必达法则无法计算出极限时，并不代表该函数极限不存在，此时应尝试其它求解方法。 
例 1 中，注意到分子、分母是𝑥𝑥 → 0时的无穷小，且满足定理 3 中的条件 2）和 3），因此有： 

原式 = lim
𝑥𝑥→0

�√1 + sin2𝑥𝑥 − 1�
′

（√cos𝑥𝑥 − 1）
′  

= lim
𝑥𝑥→0

(1 + sin2𝑥𝑥)−
1
2sin𝑥𝑥cos𝑥𝑥

− 1
2

(cos𝑥𝑥)−
1
2sin𝑥𝑥

 

= lim
𝑥𝑥→0

−2cos𝑥𝑥√cos𝑥𝑥
√1 + sin2𝑥𝑥

 

= −2。 
注：在使用洛必达法则时，需注意以下两个方面： 

（1）适用对象：
0
0
型或

∞
∞
型未定式极限，分子、分母在既定区域内可导，且极限 lim

𝑛𝑛→∞

𝑓𝑓′（𝑥𝑥）
𝑔𝑔′（𝑥𝑥）

存在。需要注

意的是，不满足洛必达法则条件的函数极限不一定不存在，此时应改用其它求解方法。 

（2）关键步骤：首先判断极限表达式中的分子分母是否为无穷小（或无穷大），以及其导数在既定区

域是否可导。如果这两个条件都存在，则求导并判断求导后的极限是否存在：如果存在，直接得到答案。如

果不存在，说明该极限不能利用洛必达法则计算。如果不确定，则可根据定理 3 判断是否可继续使用洛必达

法则。 
5 泰勒展开式法 
泰勒展开式法是处理未定式极限的强大工具，它利用函数的多项式逼近性质，将极限表达式中多种类型

的函数统一转化为多项式函数，从而将原极限计算转化为有理多项式极限的计算。 
例 1 中，函数𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √1 + sin2𝑥𝑥 − 1和函数𝑔𝑔(𝑥𝑥) = √cos𝑥𝑥 − 1在区间𝑥𝑥 ∈ [−𝜋𝜋

2
，

𝜋𝜋
2

]上均具有无穷阶导数，

故根据泰勒公式，其可以写成如下多项式的形式： 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
2
𝑥𝑥2 + 𝑜𝑜（𝑥𝑥2），𝑔𝑔(𝑥𝑥) = −1

4
𝑥𝑥2 + 𝑜𝑜(𝑥𝑥2)， 

因此有： 

原式 = lim
𝑥𝑥→0

1
2
𝑥𝑥2 + 𝑜𝑜(𝑥𝑥2)

−1
4
𝑥𝑥2 + 𝑜𝑜(𝑥𝑥2)

= −2。 

注：在利用泰勒展开式求极限时，需要注意： 
（1）适用对象：适用于

0
0
型极限求解，其中分子和分母中的函数在展开点附近充分可导，且展开点是函

数的收敛点。特别地，当利用洛必达法则求解较为复杂且无法使用等价无穷小替换时，可尝试利用泰勒公式

求解。 
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（2）关键步骤：判断函数在给定区域内是否可以展开为泰勒多项式且具体能展开到第几项。若可以展

开，则选择合适的展开阶数，将原函数中的不同函数进行展开整理化简。最后对化简后的极限进行计算。需

强调的是，泰勒展开式阶数的选取一般遵循分式“上下同阶”原则和加减“最小幂次”原则。 
在本文中，考虑

∞
∞
型、0 ∙ ∞型、∞−∞型等未定式极限常通过转换为

0
0
型未定式极限进行计算，故以一道

0
0
型未定式极限为例，详细分析了高等数学中五类常用的极限求解方法，并总结了它们的适用对象，使用技

巧以及关键步骤，为学生求解未定式函数极限提供了一定的参考。这些方法中，每个方法都有各自的使用条

件、优势和限制，需要学生能够理解并掌握这些基本的求解方法，然后根据题目特点灵活地选择方法，从而

简便快速地解决问题。 
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