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【摘要】在物理竞赛中，试题往往具备多样性的解题方法，部分解法虽不直观，但解题效果奇佳。本文

通过对湖南省物理竞赛真题的深入分析，展示了如何灵活运用机械能守恒定律解决竞赛中常见的机械能相

关问题。此外，还运用拉格朗日方程、简谐振动和速度极限法解析物理竞赛中的题目，为竞赛师生提供另外

一种思路解题，提升应对物理竞赛的能力。 
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【Abstract】In the physics competition, the test questions often have a variety of problem-solving methods, 
some of the solutions are not intuitive, but the problem-solving effect is very good. This paper shows how to flexibly 
apply the law of conservation of mechanical energy to solve the common problems related to mechanical energy in 
the competition through the deep analysis of the physics contest in Hunan Province. In addition, the Lagrange 
equation, simple harmonic vibration and speed limit method are also used to analyze the problems in the physics 
competition, which provides another way for the teachers and students to solve the problems and improve the ability 
to cope with the physics competition. 
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通过对近几年湖南省物理竞赛[1]的分析，不难

看出，力学中的机械能守恒定律是竞赛题中的重点。

而对于部分竞赛题，往往有多种思考角度，可以用

到比较巧妙的方法，本文选取了物理竞赛真题，讨

论拉格朗日方程，简谐振动和速度极限法等不同方

法来寻求一题多解[2]。希望加深同学们对物理竞赛

题更深入的认识，提高同学们多角度分析问题，解

决问题的能力。 

1 拉格朗日方程解机械能守恒的题目 
例题 1：系统如图所示， 𝑙𝑙 为刚性轻质细杆长

度，A、B 为两个质量相同的小球，竖直线代表光滑

竖直墙，水平线代表光滑水平面。开始时 𝜃𝜃 = 0，A、

B 与杆均静止。后因扰动而下滑，试问 𝜃𝜃 取何值时，

A 球离开竖直墙面？ 
解法 1：用机械能守恒定律求解 
设 A、B 的质量为𝑚𝑚，任意 𝜃𝜃 时 A 向下的速度
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记为 𝑣𝑣𝐴𝐴，B 朝右的速度记为𝑣𝑣𝐵𝐵。选取水平面为零势

能面，对于 A、B 所构成的系统，由机械能守恒定律
[3]得： 

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 + 0 + 0 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚cos𝜃𝜃 +
1
2𝑚𝑚𝑣𝑣𝐴𝐴

2 +
1
2𝑚𝑚𝑣𝑣𝐵𝐵 

2 ① 

由于杆不可伸缩，A、B 沿杆方向速度大小相同，得 

𝑣𝑣𝐴𝐴cos𝜃𝜃 = 𝑣𝑣𝐵𝐵sin𝜃𝜃 ② 

由①和②可得 

𝑣𝑣𝐵𝐵 = �2𝑔𝑔𝑔𝑔（1 − cos𝜃𝜃）cos𝜃𝜃 

 

初始时 B 的速度 𝑣𝑣𝐵𝐵为零，随后速度增大，即 B
有向右的加速度，必然来源于杆对 B 的推力，从而

杆对 A 必有向左的推力，但 A 无水平方向的加速度，

所以 A 必受墙向右的弹力（即支持力）。当 𝑣𝑣𝐵𝐵 达到

极大值时，向右的加速度为零，杆对 B 无推力，自

然对 A 也就没有推力，墙对 A 也就没有了弹力（支

持力），即 A 球离开了竖直面[4]。因此，A 球离开

竖直墙面即求 𝑣𝑣𝐵𝐵 取最大值的条件。由 𝑣𝑣𝐵𝐵 的式子可

知，𝑣𝑣𝐵𝐵 恒为正，𝑣𝑣𝐵𝐵 取极大值时，𝑣𝑣𝐵𝐵2  也取极大值。 

𝑣𝑣𝐵𝐵2 = 2𝑔𝑔𝑔𝑔(1 − cos𝜃𝜃)cos2𝜃𝜃 = 8𝑔𝑔𝑔𝑔(1 − cos𝜃𝜃)
1
2 cos𝜃𝜃

1
2 cos𝜃𝜃 

由代数不等式 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ≤
1

27
(𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 + 𝐶𝐶)3 

（A、B、C 均为正量，等号仅在𝐴𝐴 = 𝐵𝐵 = 𝐶𝐶 时成

立。） 
由此可知当 

1 − cos𝜃𝜃 =
1
2 cos𝜃𝜃 =

1
2 cos𝜃𝜃 

𝑣𝑣𝐵𝐵2 取最大值，即 𝑣𝑣𝐵𝐵 取最大值。 

解得 cos𝜃𝜃 = 2
3
 

解法 2：用拉格朗日方程求解 

球 A 开始离开墙面前两球各自沿直线运动，它

们的运动受到一个刚性杆的限制，因此系统只有 1
个自由度。建立如下图所示的坐标系，取杆与竖直

墙面的夹角 𝜃𝜃 为广义坐标。 

 

球 A 的 𝑦𝑦 轴坐标和球 B 的 𝑥𝑥 轴坐标分别为 

𝑦𝑦 = 𝑙𝑙cos𝜃𝜃，𝑥𝑥 = 𝑙𝑙sin𝜃𝜃 

对时间求导得出速度为 

𝑣𝑣𝐴𝐴 = −𝑙𝑙𝜃̇𝜃sin𝜃𝜃，𝑣𝑣𝐵𝐵 = 𝑙𝑙𝜃̇𝜃cos𝜃𝜃 

从而可以写出系统的动能为 

𝑇𝑇 =
1
2𝑚𝑚𝑣𝑣𝐴𝐴

2 +
1
2𝑚𝑚𝑣𝑣𝐵𝐵 

2  

选取地面为零势能面，系统势能为 

𝑉𝑉 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚cos𝜃𝜃 

拉格朗日量为 

𝐿𝐿 = 𝑇𝑇 − 𝑉𝑉 

将 𝑇𝑇，𝑉𝑉 代入可得 

𝐿𝐿 =
1
2𝑚𝑚𝑙𝑙

2𝜃̇𝜃2 − 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚cos𝜃𝜃 

主动力为两球的重力，它们为保守力，由保守系下

的拉格朗日方程[5]得： 
d
d𝑡𝑡
�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃̇𝜃
� −

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝑚𝑚𝑙𝑙2𝜃̈𝜃 − 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚sin𝜃𝜃 = 0 

由上式可得： 

𝜃̈𝜃 =
𝑔𝑔sin𝜃𝜃
𝑙𝑙  

对上式积分并代入初始条件（当𝜃𝜃 = 0时，𝜃̇𝜃 = 0）得： 

𝜃̇𝜃 = �2𝑔𝑔（1 − cos𝜃𝜃）
𝑙𝑙  
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当球 B 的加速度为零，可知杆对两球没有作用

力，由此推断墙壁此时对杆也没有支持力，即球 A
此时正好离开墙面，对 𝑣𝑣2 求导得： 

𝑎𝑎𝐵𝐵 = 𝑙𝑙𝜃̈𝜃cos𝜃𝜃 − 𝑙𝑙𝜃̇𝜃2sin𝜃𝜃 = 0 

将 𝜃̈𝜃，𝜃̇𝜃代入求解得 sin𝜃𝜃 = 0，cos𝜃𝜃 = 2
3
。 

点评：本题值得深思，遇到该题，很容易从力这

个角度去思考，A 球离开竖直墙面，说明墙面对 A
球的支持力为零，但这个条件难以下手。本题分析

两球速度是关键，亦即通过速度极限法求解，很巧

妙的地方就在于通过求 B 球速度的极大值位置，推

断出 A 球离开竖直平面的位置。此外，可以使用拉

格朗日方程，在 A 球离开竖直墙面时，巧妙地将墙

面对 A 球的支持力为零这个临界条件，转化为 B 球

的加速度为零。 
2 简谐振动解机械能守恒的题目 
例题 2：如图所示，若使质量为 𝑚𝑚 的邮件沿地

球某直径的隧道传递，把地球视为半径为 𝑅𝑅，密度为

 𝜌𝜌 的均匀球体，求邮件通过地心时的速率 𝑣𝑣 ？ 

 

解法 1：用机械能守恒定律求解 
在本题中，邮件所受合外力为 

𝐹𝐹 = −
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑟𝑟3 𝑟𝑟 = −

4
3𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺  

可知 

∇ × 𝐹𝐹 = −
4
3
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺∇ × 𝑟𝑟 = 0 

因为此题中引力（有心力）为保守力，所以引力

势能（选取球心为势能零点）为 

𝐸𝐸𝑝𝑝 =� 𝐹𝐹d𝑟𝑟 =
0

𝑟𝑟
 
2
3𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝑟𝑟

2 

根据机械能守恒定律的条件，合外力引力是保

守力，则用机械能守恒（𝑇𝑇 + 𝑉𝑉 = 𝐸𝐸）可得 

0 +
2
3𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝑅𝑅

2 =
1
2𝑚𝑚𝑣𝑣

2 + 0 

解得： 

𝑣𝑣 = �4
3𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝑅𝑅

2 

解法 2：用简谐振动求解 
在本题中，邮件的合外力为 

𝐹𝐹 = −
𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑟𝑟3

𝑟𝑟 = −
4
3𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 = −𝑘𝑘𝑘𝑘 

由牛顿第二定律𝐹𝐹 = 𝑚𝑚𝑚𝑚得 

𝑎𝑎 = −
4
3𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 

微分形式为 

𝑟̈𝑟 +
4
3𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 = 0 

易知，邮件的运动是简谐运动，由简谐运动势能和

动能的关系 

𝐸𝐸 =
1
2 𝑘𝑘𝐴𝐴

2 =
1
2𝑚𝑚𝑣𝑣

2 

解得： 

𝑣𝑣 = �4
3𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝑅𝑅

2 

点评：以上两个解法对比来看，计算量相差无

几。看到该题，通常我们会想到的是机械能守恒定

律，运用起来思路清晰，容易理解。用简谐振动方法

来解决本题目比较新颖便捷，可以将邮件在地球里

面的运动类比为弹簧上连接着一个邮件，邮件在做

简谐振动，球心便是平衡位置（即势能为零处）。  
3 结语 
部分竞赛题需要结合机械能守恒定律，动量守

恒定律及角动量守恒定律求解，读者可以尝试并归

类。综上可见，试题也可能存在新颖的解法，这需要

我们平时多积累，面对竞赛题，我们只有掌握多种

方法，寻求一题多解，拓展解题思路和方法，才能较

好地提高解题效率。 
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